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Preliminares 



El objetivo de estas notas es dar una introduccion al tema de Ecuaciones Diferenciales 
Ordinarias a nivel elemental. Las notas estan dirigidas a estudiantes de calculo IV 
ecuaciones diferenciales de la Escuela Colombiana de Carreras Industriales. Al 
disenar estas notas debemos tener en cuenta que en esta materia el tema se dicta en 
no mas de 14 semanas. Es per esta razon que ciertos temas se dejan para desarrollar 
en los trabajos practices, Agradecemos la direccion y orientacion de la materia a la 
profesora Lida Milena Alvarez Garcia y a nuestros companeros de grupo para la 
recopilacion, Diego Ferney Martinez, Leandro Gil. 
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Ficha Tecnica 

Tipo de actividad: Clase magistral 

Titulo de la actividad: Memorias 

Fechas de realizacion: Lunes 24 Agosto 2009 - Lunes 23 de noviembre 2009 

(Correspondiente al segundo periodo academico 
2009) 

Direccion: Lida Milena Alvarez Garcia 
Fisico - Matematico 

Lugar de realizacion: Aula 407 C Escuela Colombiana de Carreras Industriales 
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Introduccion 

Con el objetivo general de ofrecer una ayuda especifica de los contenidos del 
curso de ecuaciones diferenciales como texto de apoyo y consulta para 
profesores y estudiantes se ha recopilado y organizado los contenidos vistos 
durante el segundo periodo academico 2009. 
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2. Generalidades Ecuaciones Diferenciales 

Repaso 

2.2 Derivadas 

Transformacion algebraica de una funcion para obtener otra expresion 
algebraica que sirve para calcular la pendiente de cualquier recta tangente a la 
curva de la funcion. 

Derivadas de funciones elementales 
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/ (x) = arcsen(.T) / {x) = . _ ^ 

/ [x) = arccos(a:) / (x) = ^ 

f [x) = aTct3ii{x) f {x) = J— ^ 

f{x)=g{x)±hix) f{x)^g'{x)±h!{x) 

f [xj = g{x} ■ h{x} f (x) = g(x) ■ h{x) + g(x) ■ h'(x) 

^ ^^ ~ h{x) ^ ^^ ~ hHx) 

f(x) = k- gix) f {x)^k- g(x) 

f(x) = goh = g{h(x}} f (x) = (g o h) ■ b! ^ 9{K^)) ■ ^'(^) 



2.3 Ecuaciones Diferenciales 

Una ecuacion diferencial es una igualdad que contiene las derivadas de una o 
mas variables dependientes con respecto a una o mas variables 
independientes. 



Ej.: 






d'^V ds _ dQ 
dR^ dR ~ dR 



ePv d'^V dR 

dx^ dt^ ~ dZ 



2.3.1 Las ecuaciones diferenciales se pueden clasificar segun: 

El tipo, el orden, el grado y la linealidad o no linealidad 

Segun Tipo 

Ordinarias: aquellas que solo contiene derivadas ordinarias de una o mas 
variables dependientes con respecto a una sola variable independiente. 

No ordinarias: tiene mas de una variable independiente 
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Segun orden 

El orden de una ecuacion diferencial sea ordinaria o no ordinaria hace 
referencia a la mayor derivada presente en dicha igualdad 



Segun Grado 

Esta dado por la potencia a la cual esta la derivada de mayor orden. 

Linealidad o no linealidad 

Toda ecuacion diferencial se puede escribir de la siguiente forma 

a^{x)y^''^ + a„_i(j;)y^"-^' + . . . + ai(x)y + ao{x)y = g(x) 

Para poder decir que una ecuacion diferencial escrita de esta manera es lineal 
no; se deben cumplir 3 condiciones. 

- Todos los coeficientes deben estar en terminos de la variable 
independiente o en su defecto ser constantes. 

- Todos las derivadas y la variable dependiente deben tener grado 1 

- La variable dependiente debe aparecer como funcion lineal. 



2.3.2 ECUACIONES DIFERENCIALES DE 1^' ORDEN 



Este tipo de ecuaciones diferenciales poseen solamente la primera derivada y 
se estudiaran 4 tipos de ecuaciones diferenciales de primer orden tales como: 



A. Variables Separables 

B. Exactas 

C. Usando el Factor Integrante 

D. Soluciones por sustitucion- Ecuaciones diferenciales Homogeneas 

E. Ecuacion de Bernoulli 
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A. Ecuaciones diferenciales de primer orden de VARIABLES SEPARABLES 



Se dice que una ecuacion diferencial de primer orden es de variables separables si 
tienen la forma 6 se pueden llevar a la forma 



dx 



= fM • g(y) 



Donde f(x) es la funcion que depende de la variable independiente y Q(y) es la funcion 

que depende de la variable dependiente. 



El metodo de solucion consiste basicamente en hacer la separacion de las funciones 
de le expresion general agrupados a cada lado de la igualdad con su respective 
diferencial. 

Tenemos la formula general de la ecuacion diferencial tal como: 



dx 



Y lo podemos expresar en funcion de X y de Y: 



dx g{y) 



Si separamos: 



dx 



= f{x) 



t 



^(jT) 
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Tenemos: 



g{y)dy=f{x)dx 

Para quitar dichas diferenciales integro a cada lado de la ecuacion. 



lg(y)dy = lf(x)dx 



En la solucion de este tipo de ecuaciones diferenciales se obtienen soluciones 
generates para familias mono-parametricas (1 constante de integracion) y casi siempre 
de manera implfcita. 



Ejempio: 



(1+ x)dy-ydx= 
(1+ x) dy= ydx 
dy dx 



y ^ + x 

r dy r dx 
•' V •' 1 + x 



Ln\y\ = Ln\l + x\ + Ln\C\ 
y = e'-- 

x+l C 

y = e -e 

y = Ce^'' 

B. Ecuaciones diferenciales EXACTAS 

Partiendo del siguiente parametro de una diferencial exacta tenemos: 
Si f(x,y) = C cte. 

= ^^dx + ^^dy 
dx dy 
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Una ecuacion diferencial de primer orden, se dice que es exacta si tiene la forma o 
puede llevarse a la forma: 



M{x,y)-dx + N{x, y)dy = Forma General 

Y que dicha expresion corresponda a una diferencial exacta. Tenemos que: 

La derivada de la funcion con respecto a X parte de M(x,y)dxy la derivada de la 
funcion con respecto a Y parte de N(x,y). 



Con lo cual tenemos la siguiente condicion de exactitud: 

dM{x,y) ^ dN{x,y) 
dy dx 

Criterio para determinar si una ecuacion diferencial es exacta 

1. Se Neva a la forma general 

2. Se deriva parcialmente M con respecto a y ^ 

dy 

dN 

3. Se deriva parcialmente N con respecto a x ^ — 

dy 

4. Si se cumple = — , es exacta de lo contrario NO es exacta. 

dy dx 



Ejempio 1 : 

Determinar si la ecuacion diferencial es exacta: 

X— - Ixe" + y = 6x^ Se lleva a la forma original 
dx 

Ejempio 2: 

dy ^ 2 ^ X {x + y){x - y)dx + x{x - 2y)dy = 

X — = ox +2xe —y 
dx dM ^ dN ^ 

I \ — = ~^y — = 2x 

xdy = \6x -Ixe'' - yjdx dy dx 

[ex^ +2xe' -y]ix (- xdy) NO- es- EXACTA 

M{x,y) ^ N{x,y) 

^M r. r. . dN ^ 

= + 0-1 = -1 

dy dx 

EXACTA 
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Ejempio 3. 

2xydx+ (x^-1)dy = 

1. Verificar que es exacta 

2. Identificar — =m(x,j)a — = N{x,y) 

dx dy 



dx 



= 2xy 



dx 



^ 1 
= X -1 



o , . ^ dF dF 

3. Integra cada — a — 

dx dy 



f{x,y) = ^2xydx 
f{x,y) = 2y^xdx 

f{x,y) = 2y^ + g{y)^{l 
ay dy 

^ = x^-(i)+^'(y) = x^-i 

x'+g'{y) = x'-\ 
g'{y) = x'-\-x' 

g\y) = -i 

\g\y)=\-\dy 

giy) = -y 

Re emplazo ■ e«(l) 
f{x,y) = yx^ -y 



C. Usando el FACTOR INTEGRANTE 



En una ecuacion diferencial lineal de primer orden inexacta, usamos el factor 
integrante para poderia transformar en una ecuacion exacta. Entonces tenemos: 



dy^H6y._ 

dx ]A\ 


A 












\ P{x) \ 




fM 



P(x) y g(x) son 
continuas 
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Entonces deducimos la ecuacion general: 



dy_ 
dx 



+ P{x)y = f{x) 



Para volver exacta a la ecuacion diferencial, multiplico per el facto integrante: 

\p{x)dx 



dy 



.6 X 



Ejempio 1 : "^ ^ ^y-X 6 

1 . Llevamos la ecuacion a la forma general 

Dividimos todo entre x para eliminar la x del primer termino de la ecuacion y 
nos queda de la forma general: 

dy 4: 



(A'Jx t\ 



\y = K^e" 



P(x) 



f(x) 



2. Determine el factor integrante 

4 



dx 



\p{x)dx -\-dx -4J^ _4^^, I 

3. Multiplico la ecuacion diferencial para que sea exacta 

X X [4x y)=x {x e ) 

dx 



= x 



-4dy 



X ' — — 4x ^y = xe^ 
dx 



Posee la forma de la derivada de un producto 



dx 



.X _x 



X y = xe -e 

y = 



xe' -e"" ^ ,4 
: + Ce 



X 



D. Ecuaciones diferenciales IHOIVIOGENEAS (Soluciones por sustitucion) 

Son un tipo especial de ecuaciones diferenciales solucionadas por sustitucion; 
generalmente se utiliza una de las siguientes sustituciones: 
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y = u X 
X = V * y 



Entonces te nemos 



y = u X 

dy du dx 

— = — x + u — 
dx dx dx 

dy = x-du + u-dx 



. X = V y 

dx dv dy 

— = y + v^^ 

dy dx dy 

dx = ydv + vdy 

Para identificar si una ecuacion diferencial es homogenea es necesario llevaria a la 
forma: 

M{x, y)'dx + N{x, y)dy = 

y verificar que todos y cada uno de los terminos de M y N sean del mismo grado. 
Se identifican cual de las sustituciones se quiere realizar; y despues de realizar 
todas las sustituciones posibles, la ecuacion diferencial que aparece sera de 
variables separables. 

Tenemos: (x^ + y^)dx + [x^ - xyjdy = 

Utilizando: y = ux donde u= y/x 

dy= xdv+ vdx 
Sustituyendo: 
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[x^ +u ^x^ jdx + [x^ - x-M • x)- \xdu + udx) = 
x^dx + u^x^dx + x^du + ux^dx — ux^dx-x^u = 
[x^ + ux^ px + [x^ - Mx^ pu = 
[x^ + ux^ jdx = [- x^ + Mx^ )du 

—-dx = —, r-du 

X (1 + MJ 

u — \ . 



—dx = du 

•' X •' M + 1 



du 

X •" V, M + 1^ 

Ln\x\ + C = u- 2Ln\u + ll 



Ln\x\ + C = 2Ln 

X 



y 



+1 



+c 



Ejempio 1 : 



X 



X = uXy -^ — = u 

y 

dx = udy + ydu 



dy^ 
dx 



Ixye 



y -\-y e^^ +2x e 
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dydz 



luy ■ ye 



{uf 



udy + ydu y^ + j;^^^")' + 2w'e^"^' 

y^dy + y^e'' dy + 2u^y^e" dy = 2u^y^e" dy + 2uy^e" du 

y^\l + e"py = 2y^ue"'du 

2 

y , r 2ue" du 
-dy= — 

+ e" 



^ y •' 1 

[ — (i;; = 2 [ :^u 



donde :^ z = I + e" 

2 

6/z = 2we" • du 

Ln\y\ = ^ — 

Ln y = Ln\z\ + C 
Ln\y\ = Ln{f^ + e"')+C 



r 



Ln{y)= Ln 



l + e 



2 A 



V 



+ c 



E. ECUACION DIFERENCIAL DE BERNOULLI 



Es aquella que tiene la forma 



dy_ 
dx 



+ P{x)y = F(x)y 



n 
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Si n=0 6 n=^ entonces es lineal. Para solucionar este tipo de ecuaciones diferenciales, 
se recurre a una sustitucion para cambio de variable, de manera que se obtenga al 
final una ecuacion diferencial lineal. 



Para sustitucion: u = y 



1-n 



Ejempio: x^ 2xy = 3y'^ -^ Condiciones • iniciales . . . y\\) = — 

dx 2 



Dividimos la ecuacion entre ^ y tenemos: 



dy 2 3 4 



Identificar n y saber cual es la sustitucion que se va a realizar. 

n=4 
u = y '" ; u = y^"^ ;u = y '^ 
Derivar con respecto a X 

du _4 dy 

— = -3 J 4 . _z_ 

dx dx 

Despejar dy/dx de la ecuacion obtenida en el paso 2 y sustituiria en la ecuacion 

diferencial original. 

dy _ 1 du 



dx 


-3y-' dx 




Ecuacion ■ Original 




dy 
dx 


2 3 4 

y= 2^ 

X X 




Sustituimos ■ en 




1 
-3j 


du 2 3 

-4 7 -^ ~ 2 

dx X X 


y 
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. Transformar la ecuacion diferencial obtenida tal que el coeficiente de la 
derivada sea 1 . 

1 du 2 3 4 , -4 

-r^- ——y = —y *-^y 

-3y ax X x 
du 6 _^ 9 

como -^ u = y~^ 

du 6 9 

1 u = -Lineal 

dx X X 

I \ 6 \-'>^ 5 

P\xj = — Factor ■ Integrante : e " =x 



x' — + 6x'u = -9x' 
dx 

— [m •x'^J = -9x'^ 
dx 

\u ■ x'' = \- 9x'^dx 



6 

ux = 



9x' 



■ + C 



9 C 

u = 1 — - 

5x x' 



9 C 1 

y~^ = 1 — - — > Condiciones • iniciales : y\\) = — 

5x X 2 



9 C 

+ ■ 



2 J ^5.(l)'(l) 
9 
5 
49 



■ + C 



c = 



Ecuaciones diferenciales Memories 2009 

2.3.3 Aplicaciones Ecuaciones Diferenciales de primer orden 

1 . Una bateria de 1 2 voltios se conecta a un circuito RL calcular la corriente 
que circula por el circuito si R= 10Q L= 1/2H y considere que l(0)=0 

Et = Vl + Vr 



MM' 



)1/2H Et = L^ + IxR 



T 1/2 — + lOi = 12 factor integrante = ^^^^^-^^^^ 

lOohm 



ii+20i = 24 =g:r/Z0t 



dt 
at 



at 



[rf[e'<^^i]= f: 



2^s"^'^dt 
24 



20 



24 

20 



gaotj^^gsot ^.^ 






6 



t 



Respuesta i{t) = - - - e''^'^ 



s & 



2. Se sabe que la poblacion de cierta comunidad aumenta en un instante 
cualquiera, con una rapidez proporcional al numero de personas 
presentes en dicho instante. 

Si la poblacion se duplica en 5 anos, (i^Cuanto demorara en triplicarse?, 
^Cuanto demorara en cuadriplicarse? 
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dp 

-r=KF 

dt 



P = 2Po t = Banos (if} indite ds crecimisntu 

p = 3Pg t =? 
p = 4Pc t =? ^ = KP 



idp) rapidsz ds crecimiento ds P 
(P) pohlacion en un instants t 



d,t 



/f = /'"* 



lti{P) =Kt + C 
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P=e^'C P(0)=0 
P = Ce^' 

P= Pe e^^ 

2Po = Po s^ 2Po cua-tida t = S 



2 = 


gSff 


In 2 




E 


= Jf 


K = 


0.139 


P = 


Pc,g0.139t 


3Po 


= Poe'^^^ 


3 = 


g0.ia9t 


In 3 




0.139 ~ " 



titripiicarss) = 736 anas 
t{cuadriphcarss) = 9.97 anas 

3. Para el ejercicio anterior Suponga que la poblacion de la comunidad 
determinada es 10.000 Habitantes despues de 3 anos. 

^Cual era la poblacion inicial? ^Cual sera la poblacion en 10 anos? 

P = Pg s^^ 

10000 = Po e^f 
10000 



Po = 



g, 0.13913) 

Po = 6610.009 Solucion 
P = 6610.009 e0.i39i;iQ) 

P = 26274.13S Solucion 
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4. Un termometro se saca de una habitacion, en donde la temperatura del 
aire es de 70T, al exterior, en donde la temperatura es de ICF. 

Despues de V2 minuto el termometro marca SC^F. <j,Cuanto tiempo 

demorara el termometro en alcanzar los 15"?? 



_ J^ / 1Q°F-70°F \ 

1 /-60=F\ 
K-=-T-z In I „„,„ 

K = l ln(3) 
K = 2.1972 

1 {6- Qq\ 



t = 



1 fWF - 7Q°F \ 

972 ^"Wf-70=fJ 

t = 0.45512 \a{——-] 



r = 0.45512 lnl,O909 
t = 1.S460 minatos 

Un tanque contiene 200 litros de liquido en el cual se disuelven 30 
gramos de sal. Una salmuera que contiene 1 gr por litro se bombea al 
tanque con una intensidad de 4 litros por minuto; la solucion 
adecuadamente mezclada se bombea hacia afuera con la misma 
rapidez. Encuentre el numero de gramos de sal que hay en el tanque en 
un instante cualquiera. 

B (t) = 4 it/mm 

S(t) = kg ds sal en t 

ds 

— = razon de cantidad ganada — tasa de cantidadperdida 

St 



Conversion 1 — x4 — ;— = 4gr/min 

7 ^ y-n 7 M 



if ??i;w 
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5{t) = VexCe-V3xC3 

Ve = velocidad qvLS entrada del deposite 

Ce = conssntracion entrants 

Vs = vsiocidad salida dsi deposito 

Cs = concsntfocisDnsaiimte 

2.3.4 Ecuaciones diferenciales de orden superior 



^ ^ d"" ^ ^ rf«-^ dv 



d^v r -^^y 



Esta es la forma de una ecuacion diferencial no homogenea con 
coeficientes constantes 



f^iy +Hy'+^oy =s(^) 



Esta es la forma de una ecuacion diferencial homogenea con 
coeficientes constantes. 



Kay H-fliy +fl£jy = 



Esta es la forma de una ecuacion diferencial homogenea con coeficientes 
variables. 



ji;«y« _j- x'^~^y' + x'^~^y = 
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Ejempio: 

y" + Sy' = e"^^- = u + S-u = e"^^" FI=e-' ^^^' = e^*' 

= e^^ u + Se^-^u = e^^" 
d 



J dx J 



g3« 



e^^u = — +C u=—^ + Ce~^^= \-Ce 

3 3ff^^ 3 



2.3.4.1 Ecuaciones diferenciales de segundo orden homogeneas 



Sean Y1 , Y2,...Yn un conjunto fundamental de soluciones para la ecuacion 
diferencial homogenea de orden superior, el conjunto de las funciones: 



yp = ^lyi + ^2^2 + ■'•+ Qy« 



Representa el conjunto o solucion completa de la ecuacion diferencial. 

• Las soluciones que se obtienen de una ecuacion diferencial deben ser 
linealmente independientes como tambien su combinacion lineal. 

• Habra tantas soluciones para la ecuacion diferencial homogenea como 
grado. 

Construccion de una solucion para la ecuacion diferencial homogenea 



Ecuaciones diferenciales Memorias grupo 6CN 

Tenemos la E.D y +ay = entonces utilizaremos una ecuacion auxiliar 
que nos facilitara la solucion: 

ay H- by + cy = 

am^ +bm + c = Q E. auxiliar 
Solucion Supuesta 

y' = me™^" 

Tipos de solucion para la ecuacion auxiliar 
Case I 

y^ = e"^ 

y^ = e^^^ 

y^ = Qe™:!^' + Ci£e™=^ 

Case II 

Cuando m-^ =7n-2 



yi 


= Q-^i^ 






= e™^ f- 


,C-£j/a)a 


yi 


g2mia^ 






ijw 




Jga™ 


liff 


= 


e«^Jria: 
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y^ = e^^x Siempre 

3V = Qe™i^" + Qae™^^ 



Formas de solucion para g(x) 



g(x) Forma de y 



1. 

2. 


l(Tiiiican5tante) 

5x + 7 


A 

Ax + B 


3. 


3x^ - 1 


Ax^ + Bx+C 


4. 


y?-x + l 


Ax^ + Bx^ + Cx + E 


5. 


sen Ax 


A cos4x+ B senAx 


6. 


cos4x 


A cosAx+ B senAx 


7. 


/' 


Ae^' 


8. 


(9x-2)e^' 


(Ax+B)e^' 


9. 


x^e" 


(Ax^ + Bx + C)e^' 


10. 


e^^sen Ax 


Ae^' cos 4x + Be^^sen 4x 


11. 


^x^senAx 


(Ax^ + Bx+ C) cos Ax+ (Ex^ + Fx+ G) sen Ax 


12. 


xe ^ cos; 4x 


(Ax+ 5^' cosAx+ (Cx+ B^e^'^senAx 



Ecuaciones lineales: teoria basica 



Un problema de valor inicial de n-esimo orden consiste en resolver la Ecuacion 
diferencial lineal: 

r \d" y . . d"~^ r \dy , . , . 

ci„kx) — — + a„ Ax) r + ••• + a^ix) -^^+ ar,(x)y = s{x) 



sujeta a las n condiciones iniciales; 

.y(-^o) = yo . yX^o) = yi . ••• . y^"~^\^o) = yn-i 
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Resolverlo consiste en encontrar una funcion y(x) indefinida en un intervalo I 
que contiene a xo, donde se cumplen la ecuacion y las condiciones iniciales. 



Existencia de una solucion unica (Condicion suficiente) 

Sea an{x), an-i{x), ..., aoix), y g(x) continuas en I, con anix) ^ o para todo x de I. 

Si X = Xo es cualquier punto de este intervalo, entonces existe una solucion y(x) 
del problema anterior en 7y es unica. 

Ejempio 1 

3j'"+ 5y"+ y' + 1 y = 0, y (I) = , y\l) = 0, y"(l) = 

posee la solucion trivial y(x) = o. Como es una ED de tercer orden lineal con 
coeficientes constantes, y(x) = o es la unica solucion en cualquier intervalo que 
contenga ax= i. 

Ejempio 2 

Comprueba que y = se^ + e-^ - sx es la unica solucion de 

j."-4y = 12 X, y(0) = 4, j.'(0) = 1 

La ED es lineal, los coeficientes y gix) son todos funciones continuas, y azix) = 
1 es distinto de en cualquier intervalo que contenga x = o. La solucion 
propuesta cumple la EDO y es unica en I. 

La siguiente EDO lineal de orden n: 

^«(^):r^+^«-i(^) . »-i +••• + ai{x)-—+ ao{x)y = g{x) 
ax ax ax 

Se dice que es no homogenea. 

, , J> , ^d"-'y . .dy , , ^ 

si g{x) = la ecuacion es homogenea. 

Veremos que para resolver una ecuacion no homogenea tendremos que 
resolver tambien la ecuacion homogenea asociada. 
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Dependencia e independencia lineal 

Un conjunto de funciones fi(x), faCx), ..., fn(x) es linealmente dependiente en un 
intervalo I, si existen ciertas constantes Ci, Ca, ..., Cnno todas nulas, tales que: 

Cifi(x) + CafaCx) + ... + Cnfn(x) = O 

Si el conjunto no es linealmente dependiente, entonces es linealmente 
independiente. 

En otras palabras, si el conjunto es linealmente independiente, cuando: 

Cifi(x) + CafaCx) + ... + Cnfii(x) = O 

Entonces necesariamente Ci = Ca = ... = Cn = o. 



(i,Son estas funciones linealmente independientes? 




y", = -r 




(a> 




Ct»3 



<b) 



Cif-[{X)+ 02^^)= 



Wronskiano 

Supongamos que cada una de las funciones/i(x),/2(x), ...,/n(x) posee al menos 
n - 1 derivadas. El determinante 





/ /2 • 


•• /„ 


w{u..j„) = 


// f2 ■ 


•• /„ 




/•(n-1) s{n-l) 


/■(n- 
J n 


se llama el Wronskiano de las fur 


iciones. 
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Criterio para soluciones linealmente independientes: 

Sean yi(x), yzix), ..., yn{x) soluciones de una ED homogenea de n-esimo orden 
en un intervalo I. 

Este conjunto de soluciones es linealmente independiente si y solo si Wiyi, 1/2, 
..., yn) ^ o para todo x en el intervalo. 

Conjunto fundamental de soluciones: 

Cualquier conjunto yi(x), y^ix), ..., ynix) de n soluciones linealmente 
independientes de una ED homogenea de n-esimo orden se llama conjunto 
fundamental de soluciones. 



Existencia de un conjunto fundamental 

Existe un conjunto fundamental de soluciones para una ED lineal homogenea 
de orden n en un intervalo I. 

Solucion general (ecuaciones homogeneas) 

Sea yi(x), y^ix), ..., ynix) un conjunto fundamental de soluciones de nuestra ED 
lineal homogenea en un intervalo/. Entonces la solucion general es 

y = Ciyi(x) + c^yzix) + ... + Cnynix) 



donde a son constantes arbitrarias. 

Las funciones i/i = cs^, 1/2 = c-3^ son soluciones de 

y" - 9y = o en (-00, 00) 



Observa que 



3x -3x 

e e 



Para todo x. Luego son independientes. 

Solucion General (Ecuaciones no homogeneas) 

Sea yp cualquier solucion particular de una EDO no homogenea en un intervalo 
I. Y sea yi(x), yzix), ..., yk{x) un conjunto fundamental de soluciones de su EDO 
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homogenea asociada, entonces la solucion general de la ecuacion en el 
intervalo es 

y= Ciiji + C2y2 +... + CkVk + yp 

Donde las a, i= 1,2,.. ..,n son constantes arbitrarias. 

y = ciyi + 02^2 +... + Ckyk + yp = yc + yp 
= funcion complementaria + una solucion particular 
• La funcion yp = -(11/12) - V2 x es una solucion particular de 

y'" - 6y" + II y' - 6y = 3x 

La solucion general es 

y = yr + yr, = •^i^"' + c,e^'' + 0.6^" x 



Ecuaciones lineales homogeneas con coeficientes constantes 

^ny^"^ + ^n-y"~^^ + • • • + ^2/ + «i/ +^oy = ^ 

donde a, son constantes, an ^ o. 

Ecuacion o polinomio auxiliar: 

Paran = 2, 

ay'' + by' -\-cy = 

Si probamos y(x) = e"^, 

e'"'{am^+bm + c) = 
obtenemos la ecuacion auxiiiar. 

am + bm + c = 
Las dos raices del polinomio auxiliar son: 



OT J = (-b + Jb^ - 4ac )/2a 
m 2 = {—b — '\lb ^ — 4ac ) / 2a 
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(i) 52 _ 4Q,c > o: reales y distintas, mi^m2. 

(2) 52 _ 4Q,c = o: reales e iguales, mi = m2= -b/(2a). 

(3) b^ - 4Cic < o: complejas conjugadas, 

m^=a + ij8, m2=a- ij8 



Caso 1 : Raices reales y distintas 

La solucion general es 



y = c^e'^' +c^e'"'" 



Caso 2: Raices reales repetidas 



AHJ 



m^x 



Para obtener la segunda solucion utilizamos el metodo de reduccion de orden, 
recordando que mi = m2= -b/(2a). 



V/7 i 



3^2 = ^ I 2m X ^ ~^ \dx = xe 
La solucion general es 



2otjX 



y = c^e ' + €2X6 ^ 



Caso 3: Raices complejas conjugadas 



Escribimos /^ = CC+ip, ^2 = OC—ifi , una solucion general es 



y = £ g(«+'/5)x _|_ ^ ^{a-iP)x 



Usando la formula de Euler: 



id 



e = cos + / sin 



-ifix 



e '^"^ = cos j3x -i sin jBxe'^'' = cos j3x + zsin j3x 



i^x 



'/^^ _L n~^P^ — O ^^o /?^ r,^P^ 



+ e"'^" = 2 COS Pxe'"'' - e"'^^ = 2/sin px 
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Como 



y = C/''^'^'^' + C^e^''-'^'^' 



es solucion general, tomando Ci = C2 = i y Ci = 1, C2 = -1 , tenemos dos 
soluciones: 

y^ = e'^{e"^' + e-'^O = 2e^ cos fix 
y^ = e'^ie'^' - e-'^') = lie"" sin fix 

Asi, e'^'cosyfiry e"^ s,e.v]. fix sou un conjunto fundamental de soluciones y la 
solucion general es 

y = Cjg"" cos(/?x) + c^e"" sin(y5x:) 
y = e"^ (cj cos(y&) + c^ sin(yfi)c)) 

Formas de solucion para g(x) 





g(x) 


Forma de y 


1. 

2. 


l(Tiiiican5tante) 


A 

Ax + B 


3. 


:^y? - 2 


Ax^ + Bx+C 


4. 


x^-x + 1 


Ax^ + Bx^ + Cx + E 


5. 


je«4j: 


A cos4x+ B senAx 


6. 


C0!i4x 


A cos4x+ B senAx 


7. 


/' 


Ae^' 


8. 
9. 




{Ax+B)e^' 
(Ax^ + Bx + Cje^' 


10. 


^^"■ffew Ax 


Ae^' cos 4x + Be^^sen 4x 


11. 


5 x^ sen Ax 


(Ax^ + Bx+ C) cos Ax+ (Ex^ + Fx+ G) sen Ax 


12. 


xe ^ coil 4x 


(Ax+ 5^' cosAx+ (Cx+ B^e^'^senAx 



2.2.1.1 Aplicaciones Ecuaciones diferenciales de segundo orden 

1. Cafda de cuerpos 

dx dt' d^x 

dt dt dt^ ** 

2. Enfriamiento de los cuerpos 
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f^=K(T-T^y 



To = temperatura ambiente , T(t) = T en un tiempo t, 
K= constante de proporcionalidad 



3. Oscilador armonico 




F=-KX 



Mg = -KX 



d'^x 



mi. — - H- Kx = Armonico simple 



4. Circuito RLC 
R 



L 



© 



Eit) = VR + VC+VL 

Ld^Q dqR 1 






di Ld-Q 
Vl = l— = —-J. 

dt dt 



VC=-q 



5. Aumento de la poblacion 



lie ^ 



P= poblacion al momento de medir 



6. Crecimiento del capital 



ds 

-- = ks 

dt 
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2.3.5 Transformaciones de laplace 

Es una transformacion algebraica que se realiza mediante una integral impropia 
que se le aplica a una funcion en una variable para obtener una funcion en una 
variable diferente. 

Razones, 6para que? 



Facilitar algoritmos 
Optimizar procesos 



^Aquien? 



f(t) : df = (0,")no negativas. 

No deben ser funciones que crezcan mas que la exponencial. 

No deben tener infinitos, maximos y minimos. 

No sean de soporte acotado (Bausianas). 

Funciones del tiempo: senales. 



L 

— ^m 



tuncines de variable funciones de varialsle 
IR C 



Sea F una funcion definida para t > 0. 
Entonces la integral: 

C fit)e^^dv. transformada de Laplace 






9 
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Para evaluar una integral impropia se utiliza un limite al infinite y lo sustituye del 
limite superior per una constante B. 



Tim 



fV© 

Jn 



e'-'^ril 



Transformada de Laplace de una constante: 






Transformada de Laplace de una potencia: 

.Z7 



iit) = lim 1 t. 



g--s-t£?t 



lim — 



te"-''^ e"'** 



J' 



lim e"-*^ 



1 r t 1 

lim —^ 






lim —-r 



S 3^. 



aSO 



£_1 



1 
'l 



A 
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9 



t^g-'^ 3t^e--^ 6te-^^ es-"^ 



— 11111 


S^ 






1 

= lim — 


t^ 3^: 5f 5" 








J -S' S^ J* 




1 

= lim — 


b^ 3b"- 5b 6 


1 


■ 03 


3.(0) = 


6(0) 6' 
s3 :f4J 


S ^^ S^ 3^ 






i[r] = 


1 


i[t2] 


2,1 
":f3 


im 


3.2.1 


litn 


4.3.2.1 


tm 


7! 


ih^^ 


ttH 



.?i*l 



il^^l = 



^b-^1 = 



s + 2 
1 



s + 4 



3: 



i=^ 



^"2 



i[s^'] = 



s — k 



senOit) = senohiperbolicode i 
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coshit) = cossno hiperboiicG ds t. 



cosh(f) = — [s^ + e~T 



ri 



d[cesht\ = d ^(e* — e~") 



; - [e* H- e~T = cos^(t) 



■■-[e^ ■\-s "^ = sen h(t) 



lisenhikty} = 
i[cosh(kt)} = 



k 



s 

3^ — k^ 



iiseakO:')} = i , -(e* — e~"J = lim - J [e^ — 0~^]s~-^^dt 
6^" 2 [Jo [ Jo 1j 



fe™ 2 [-(if-1) ~ -{s + ly 



lim J t^e-'^^^-^^di 
6^" Jo 



^3 e-tC^a) 



3*2 



6t 



-(5-2:) 



(J- 2)' 



lit^.e^'} = limnt^2^^s-^ 



b^M 
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g-t(a-2) 



-(s-2)3 



- 7'\^ 



(s-2) 



lim 



t3 



3f' 



6t 



i'i'igt(s-a)|_ ^s-2) {3-7)^ is-iy i3-2y\ 



fiO = t.uCt) 



Transformada de 1: 



mi')) = [ 



e'-^^tdt 



u=t 
du=dt 



v=--e-*t 



dv=s~^^dt 



i[t3e2t] = 



3.2.1 



i>-2}'* (j-ay 






U-i^y 



t{ — €---^]+ I -s--^dt 



1 

■— I 



= — g'-^'t — *— e"-^' 



1 1 

■— *— I 
s s 
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1 . ^ 

= — e~'^t — 5 *e 

s s*- 



(0-0)-(0 — a) 



1 

7a 



Transformada de 1: 






= c?--S't 



= o-C-^ 



1 

S 



Transformada sen(at): 



u= senat 

clv=e~-'^ 

du= a.cosat.dt 



1 
— ( 

3 



V = — e~^* 



1 . a 

= — e~'^ssiiat + - 

s s 



1 . of. 1 



1 . a > - ■ _ . 

= — e'^senat — 5 e'^^cosat — - \ e ^senat. at 
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s sf 



(o-o)-(— ^) 4, 



1 H — 3: 2 — 



fl 



2 J. «a 



s^ + 



Propiedades de la transformada 



Propiedad de linealidad 



mt)±s{iy]=mo{±i}si£y] 






i{/Ct) ■ ^(t) ] ■ ■ ■ cont-'oiuciom i[/(-s) . g{s)} 



i(/' (t)} = 3:^ is)- /Co) = /(t)^ Ct - t) £il 

^0 
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s 



Transformada inversa (I ^'). . trans formacion lineal 



a. rlf-^] a^ = m a = 



1 , f 1 1 1 



2 

seaat sen^t = ■ 



aS+c s*+9 



b»*4J £ b+4J 
1 

= 3raj2t--jen2l 
2 

c r^f i 1 

us-i)Csta5t3t4)J 



1 ^ B C 

■ + -; :rr+- 



(S- 1X5-1-2) (5 + 4) (5-1) (5-1-2) (3+4) 

1 = (5 -I- 2)(5 H- 4)A + Bis - 1)(5 + 4)+ C(5 - 1)(5 -I- 2) 
Supongamos de S: 1, -2, -4. 



1 = 15^ ^ = ^ 



1=-6B B = -- 

D 



1 = IOC c = — 

10 



Ecuaciones diferenciales Memorias grupo 6CN 



